Erste
Mathe 4’(

Die mit Sternchen (*) gekennzeichneten Aufgaben sind besonders
schéne und lehrreiche Aufgaben des jeweiligen Themas.
Bei Zeitmangel sollte man mindestens diese Aufgaben 16sen! NGCht

Zahlenfolgen

Rekursive Zahlenfolgen

1. Zeige, dass die rekursiv definierte Zahlenfolge (a,) mit
An+1 = 2an +Nna, a1 =95
streng monoton wachsend ist. Wie sieht es aus fiir a; = —17
2. Priife, ob die rekursiv definierte Zahlenfolge (a,) mit
Qn+l1 = Qp —Nap a1 =3

monoton ist. Entscheide, ob die Zahlenfolge konvergent ist (kein Beweis erforder-
lich). Gib, falls die Zahlenfolge konvergent ist, den Grenzwert an!

3.* Die rekursiv definierte Zahlenfolge (a,) mit

an—1 1
2 + Ap—1

Ay = a; =2

ist monoton fallend. Zeige, dass sie nach unten beschrinkt ist und begriinde an-
schlieBBend, dass die Zahlenfolge konvergent ist. Berechne den Grenzwert!

4. Zeige, dass die rekursiv definierte Fibonacci-Zahlenfolge (a,) mit
py2 = Qpy1+ap  ap =1,a2 =2
monoton wachsend ist. Zeige weiter, dass sie nicht nach oben beschrénkt ist.

5. Zeige mit vollstdndiger Induktion, dass die rekursiv definierte Zahlenfolge (a,,) mit
apt+1 = V2a, +6—-1 ar =1

monoton wachsend und beschrénkt ist. Welche weitere Eigenschaft folgt daraus?
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Zahlenfolgen

»nhormale“ Folgen

Untersuche die Folge (a,,) (siehe 1-6) auf Konvergenz!

2 —n+4nt
 n+42n2 + 2nt

2. a, = (100 + 1)?
3. ap=vn+1—4/n
4.* Ap =N <1 - (1 — %)(1 — Z)) (Tipp: Der Grenzwert ist aTer)

1+24+...+n

5. ap, = )

n
b (Tipp: Kennst du eine Formel, um 1 + 2 + ... + n geschickt auszurechnen?)

6, Ap = %H + %4’2 + ...+ ﬁ (Tipp: Zeige beschriankt und monoton)



Erste
Mathe 4’(
Nacht

Gleichungen und Ungleichungen

(Un)gleichungen mit komplexen Zahlen

Bestimme grafisch alle komplexen Zahlen z, die die folgenden Gleichungen/Ungleichun-
gen erfiillen!

1L* |z +3| =2

2. |24 31| <2

3. |z—3| <2

4% |z — (20— 1)) > 1

5. |z —2i|=2=|z+2]
6.% |z —2i] = |z + 2|

7. |z —2i| < |z + 2|

8F |4i — z — 4| < |7]

1
z 4+ .’:1

9.
|z—2z

(Un)gleichungen mit reellen Zahlen

Bestimme alle z € R, welche die folgenden Gleichungen/Ungleichungen erfiillen.
1. =3z +2<6x
2. 27 -8 <2z
3F |z =3|+|r+2[=32

r—3
4% 6
x—2<

|z + 5]

5.
|z —2|

<6

6. |3z + 15| < 2
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1. Fiir festes « € R sei f: R — R definiert durch:

1 r<1
f(x):{aer(la) x>1

Untersuche f in Abhéingigkeit von « auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit an der
Stelle xyp = 1.

2. Fiir festes B € R, >0, sei f: R — R definiert durch:

1 <1
f(w):{ﬁl’—l z>1

Untersuche f in Abhéngigkeit von 5 auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit an der
Stelle zg = 1.

3.* Fiir festes v € R sei f: R — R definiert durch:

f(:v)z{l e

cos(z7) x>0

Untersuche f in Abhéngigkeit von ~ auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit an der
Stelle xy = 0.

4. Fiir festes 6 € R sei f: R — R definiert durch:

f(@) = L 2>0

{x +1 <0
(z+1)?

Untersuche f in Abhéngigkeit von ¢ auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit an der
Stelle zog = 0.
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,s,hormale“ Reihen

Untersuche folgende Reihen auf Konvergenz!

[e.9]

1
ey L
nzln\/ﬁ
ad 1
2. —1)n!
2=
n=4
> |sinn|
k
eyl
n=1
> 1
4.* _—
nZ::z n?—3
> arctann
5.% —)nt e
>y
n=1
o
1
6. —1)n!
(=1) 2n+5
n=1

Folgende Reihen konvergieren. Bestimme ihren Wert)!

[e.9]

. E m (Tipp: Beweise induktiv: >37_, ﬁlfl = % — i — m)
n=2

[e.9]

1
8. Z gn—1

n=1
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Reihen

Reihen mit Taylor

Folgende Reihen konvergieren. Bestimme ihren Wert!

1. f:(—l)"+1l

n

3
—

Tipp: Taylor: In(1 + x)

=4
2n +1

M

n=0

Tipp: Taylor: arctan

Tipp: Taylor: cosz

Potenzreihen

Reihen zum Knobeln

. Inn

1. .
>3
n=1
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Stammfunktionen

Bestimme folgende Stammfunktionen

1.

3.*

5.*

7.

8.*

10.

/Qx arctan z dx

Tipp: Substituieren.

. /x In xdx

/ 8z e dx

. /x cosxdzx

/ez cos zdx

/ va?—1
Td:ﬂ

Tipp: Substitution mit einer trigonometrischen Funktion.

|
/ z sin(z?)dx

. / arcsin xdx

Tipp: Doppelte Substitution.

1
=

Tipp: Substituiere y =
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Vollstandige Induktion

Beweise durch vollstédndige Induktion!

1. Die Fibonacci-Zahlen F,,,n € N sind durch folgende Vorschrift festgelegt:
Fo=0,F1 =1und Fy42 = Fhy1 + Fn

Zeige, dass fiir alle n € N gilt:

n
a) Y Forp1 = Fango
k=0

b) FnFn+2 + (_1)71 = Fr%—‘rl

n

1 1
2. FﬁrallenENgiltzzizl—
k:lk(k‘—i—l) n+1

3.* Die Zahlenfolge (a,) sei gegeben durch

anp =3an_1+1, ag =1
3ntl—1

Zeige, dass fiir alle n € Ny gilt: a, = 5

n 2
1
4. Fir alle n € N gilt: E K= <2n(n + 1)>
k=1
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Beweise

Beweise die folgenden Aussagen.
1. (ay) konvergiert gegen a genau dann, wenn (a,, — a) gegen 0 konvergiert.
2. Wenn a,, gegen a und b,, — a,, gegen 0 konvergiert, so konvergiert auch b,, gegen a.

3. Es sei (dy) eine Folge in [0, 00) so, dass > - dj divergiert. Beweise oder widerlege
(mit einem Gegenbeispiel) die folgenden Aussagen:

00 di -
a) X g0 T, ist konvergent.

b) 220:0 14:1197]5@ ist konvergent.

4. Die Funktionen f und g seien auf dem Intervall I := (—r,r)(r > 0) differenzierbar,
es sei f(z)g(x) =z auf I und f(0) = 0. Zeige, dass ¢g(0) # 0 sein muss.

5.% f und g seien stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b). Ferner sei f(a) = g(a)
und 0 < f/(z) < ¢'(x) auf (a,b). Dann ist f(x) < g(x) fiir alle x € (a, b].



